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Die explizite Form des nichtlokalen Operators [(mc)2 — (h F)2]1'2 
m .̂0 auf (IR3) berechnet. Das Eigenwertproblem c 
wird für (5-artige Potentiale und für den Oszillator diskutiert

On the Square-Root Klein-Gordon Equation as Schrödinger Equation for Spin 0
We give an explicit expression for the non-local operator [(m c)2 — (h F)2]1/2 on (€cx (IR3) for w^O.

als lntegraloperator wird für 
1 2̂ (x) = [E-U(X)]^(X)

The eigenvalue problem c 
tials and for the oscillator.

(m c)2- h 2dx2 ij/ (x) = [E — U (x)] ij/ (x) is discussed for (5-like poten-

I. Einleitung

Das Problem einer relativistischen Quantenmecha­
nik ohne negative Energien ist altbekannt. Der natür­
lichste Kandidat für eine relativistische Schrödinger- 
Gleichung eines spinlosen Teilchens der Masse m und 
Ladung e scheint die positive Wurzel aus der Klein- 
Gordon-Gleichung zu sein, also

ih — ijj(t,x) = c Im2 c2 + ihV ~ -A (t,x ))  ij/(t,x)

+ e<P(t, jc)iJ/(t, x), (1)
worin <t>,A die elektromagnetischen Potentiale sind. 
Zwar hat Sucher [1] bereits 1963 gezeigt, daß Gl. (1) 
mit ij/ als skalarem Feld mit lokalem Transformations­
verhalten il/'(t',x') = ij/{t,x) unter eigentlichen Poin- 
care-Transformationen keine relativistisch invariante 
Bedeutung besitzen kann. Dennoch hat (1) als Wellen­
gleichung für eine Amplitude iJ/t :— iJ/(t,.)eL2(IR3, d3x) 
in jüngerer Zeit im Zusammenhang mit der Berech­
nung von gebundenen Quark-Antiquark-Systemen 
wieder einige Aufmerksamkeit erfahren [3-5], Dabei 
geht es vornehmlich um die Lösung des Eigenwert­
problems

[c sjm2 c2 -  (h V)2 + U (x)] ip(x)=E\l/ (x),
J | </,(*)!2 d3x = l, (2)

Sonderdruckanforderungen an Prof. Dr. G. Süssmann, Sek­
tion Physik, Universität München, Am Coulombwall 1, 
W-8046 Garching, Germany.

mit einem konfinierenden Potential U, ohne daß da­
bei auf die Kovarianzfrage für die zugehörige zeitab­
hängige Schrödinger-Gleichung näher eingegangen 
wird.

In einer neueren Arbeit von Trübenbacher [6] wird 
Gl. (1) im Ortsraum iJ/t e L2 (IR3, d3x) als eine Integral­
gleichung der Gestalt

i h 8, \\)t (*) = f h Q (jc -  *') i\it (jc') d3x' (3)

mit nichtlokalem distributionellem Kern diskutiert 
und eine Kontinuitätsgleichung mit einer ungewohn­
ten Form für die Wahrscheinlichkeitsdichte vorge­
schlagen. Die Kovarianzfrage wird dabei nur im freien 
Fall behandelt [7].

In der vorliegenden Arbeit geben wir zunächst 
einen expliziten analytischen Ausdruck für die rechte 
Seite von (3) an. Als Beitrag zur Diskussion gebunde­
ner Zustände mit relativistischer Kinematik behan­
deln wir (2) mit <5-artigem und mit einem Oszillatorpo­
tential. Die erhaltenen Lösungen dürfen jedoch, wie 
alle Lösungen von (2) [2-5], nur als eine Korrektur zu 
den nichtrelativistischen Spektren verstanden werden.

In der folgenden zweiten Arbeit [8] zeigen wir näm­
lich, daß (1) außer für ein Skalarfeld mit lokalem 
Transformationsverhalten ij/'(t',x') = ip(t,x) auch für 
eine Amplitude ij/t (x) e L2 (IR3, d3x) nicht relativistisch 
invariant sein kann. Allgemeiner heißt dies, daß die 
kanonische Quantisierung der Hamilton-Funktion 
eines spinlosen Teilchens in äußeren Maxwellfeldern 
auf kovariante Weise nicht möglich ist. Dasselbe gilt 
auch für eine verallgemeinerte minimale Einkopplung,
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bei der die Potentiale mit der Amplitude nichtlokal 
wechselwirken -  ähnlich wie bei der zweikomponenti- 
gen Klein-Gordon-Gleichung in Foldy-Wouthuysen- 
Darstellung, sofern auf den Unterraum zu positiver 
Energie projiziert wird.

II. Freie Dynamik

Im Impulsraum lautet die vorliegende Bewegungs­
gleichung

i h dt fr (k) = hco (k) f t (k), {ft e L2 (IR3, d3k), (4) 

mit dem Dispersionsgesetz a> (k) = c J x 2 + k2, wobei
YYl C

die Konstante x = ---- die inverse Comptonwellen-
h

länge bezeichnet [10]. Durch die Fouriertransforma- 
tion 3

= (5)

gelangt man in den Ortsraum L2 (IR3, d3x). Dort ist (4) 
eine Integralgleichung mit nichtlokalem Kern, näm­
lich
idt ^t(x) = ( c ^ x 2- V 2iPt)( x)

R3 (2n)3'2 (6)

\(o{k)elk(x-x') I
d3/c \  d3x'

(2 Tr)3/2 / (2 7r)3/2

= lim j q ß (jc — jc') ijjt (jc') d3x', fl -» 00
wobei

Qß(x -x ') :=  J Wik) •(*-*')
\k\Zß

d3k 
(2nj3 (7)

Da das Integral in (7) für p -*■ oo divergiert, kann in (6) 
der Limes nicht mit der jc'-Integration vertauscht wer­
den. Zur Vereinfachung der Diskussion können wir 
annehmen, daß ij/t einen kompakten Träger besitze 
und beliebig oft differenzierbar sei, also if/t e (IR3), 
weil dieser Funktionenraum dicht in F 2(R3,d3x) 
liegt.

Zunächst sei p<co. Nach Ausführen der Winkel- 
Integration erhält man für das Integral (7) folgendes:

Qß(x -x ')=  - i y  -  ] d k j x 2 + k2 ksinkr 
2n r o

= Ru(r)
c 1 6 1 6 f cos kr

— -----— I dk
2 n2 r dr r dr J J y} + k2 ' 

o v

(8)

mit einem Randterm Rß(\x — jc'|), der nach Integra­
tion mit dem Faktor ij/t (jc') e (IR3) im Limes p->cc 
verschwindet. Damit erhalten wir

yJx2 — V2 \j/t (x) = lim (Y—
n -»<» j  yzn

- 1  1 0 1 6 
2 r dr r dr

dk

R3

cos kr

(9)

i//((jc')d3x', r = |jc — x'\.

Das Integral in den eckigen Klammern konvergiert 
für p.->oo gegen die modifizierte Bessel-Funktion 
K o (x r). Allerdings gilt diese Konvergenz nicht 
gleichmäßig, sondern nur punktweise. Deshalb darf 
die Limesbildung in der Regel nicht mit der jc'-Inte- 
gration und den Differentiationen vertauscht werden, 
es sei denn, man beschränkt sich auf Funktionen 
iJ/t(x'), welche in der Umgebung von x' = x die Form 
ij/t (jc') = | jc — jc' |2 W (0, (p) + ..., mit einem rein winkel­
abhängigen Faktor W(6, cp), besitzen.

Wegen der Translationsinvarianz genügt es, den 
Punkt x = 0 zu betrachten. Mittels Polarkoordinaten 
schreiben wir

\J/t (x') = ij/t (r',0',<?'), 

ijrt(r):= j \j/ (r, 9, cp) dcos 9 dcp.
(4 K)

(10)

Wir bezeichnen den Unterraum der Funktionen, für 
die sich die winkelintegrierten Funktionen i~j/t(r) bei 
kleinen r wie bei r2 verhalten, mit 1H0:

IH0 := {i|»,e (IR3): \j/t (r) = (9(r2) bei r->0}. (11)

Für ij/t e H 0 läßt sich der /z-Limes in den eckigen 
Klammern in (9) ausführen, was man durch „Über­
wälzen" der Differentiationen auf iJ/t mittels partieller 
Integration leicht sieht. Das ergibt für den Integral­
kern (7) im Grenzfall beliebig großer p im wesent­
lichen eine modifizierte Bessel-Funktion im folgenden 
Sinne:

( V ^ -F ^ M O )

- x 2 [ K 2(Xijc'i)
>Af(jc')d3x', \J/t e IH0. (12)

2 71 J |jc I 

Dies beschreibt eine Distribution auf IH0 gemäß

Q2:M 03 K2 (xr) d r := Q 2 [«/>,] e C. (13)

r := jc —jc
Um einen Ausdruck für den Operator J x ?  — F2 auf 
ganz 1H zu erhalten, muß das Integral in (13), das für
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i//( eIH\]H0 divergiert, regularisiert werden. Man er­
reicht dies [11] durch analytische Fortsetzung von ß 2 
auf ganz IH. Dabei wird Q2 in eine Schar Qv von 
Distributionen analytisch eingebettet, die in einem be­
stimmten Parameterbereich von v auf dem gesamten 
Funktionenraum IH regulär sind. Die analytische 
Fortsetzung der Integrale ßji^] mit einem festen 
i// £ IH als Funktion von v, ausgewertet bei v = 2, be­
stimmt dann die regularisierte Form von Q2.

Dazu erinnern wir zunächst daran, daß in dem Ver­
tikalstreifen D0 : = {v g C: | Re v| < 1} die Identität

oo j
j K v(z) dz = — F 
o

1 + v 1 - V
(14)

besteht. Für veD 0 impliziert das die Aussage
00 00 

Öv m  : = f Kv (x r) fr (r) dr = f Kv (x r) (fr (r) -  fr (0)) dr

+ ^ - f r ( 0  )F  
2x

1 + v
F

1 - v
(15)

Wir schreiben dabei ß v statt Qv, da (15) auf ganz 
M = (£ccc (IR3) definiert ist. Der mittlere Term von (15) 
konvergiert nur für vgD0, während die rechte Seite 
wegen fr,' (0) = 0, also

(16)

Tt ^$K 2(x r)(fr(r)-fr(0 ))d r- —  
o 2x

(17)

was eine Regularisierung der Distribution (13), also 
eine analytische Ausdehnung ihres Definitionsberei­
ches auf ganz IH definiert. Damit erhalten wir folgen­
den Energieoperator:

(Vx2- F 2«A()(0)

- x 2 K2(X\x'\)
2n:

(18)

(fr(x ')-fr(0))d3x' + xfr(0),

für fr g (IR3), was (wie gesagt) in unserem Hilbert- 
Raum dicht liegt.

Zur Verifikation des nichtrelativistischen Grenzfal­
les betrachten wir Amplituden \J/t(x'), die sich im Be­
reich einer Compton-Wellenlänge nur schwach än­
dern. In das Integral (18) gehen dann nur die ersten

Glieder einer Taylor-Entwicklung von (//,(:c') um 
x' = x = 0 ein.

3 Ö>Ar 
i = 1 0X,

1 3 d2fr 
+ -  Z  Xi Xj *---(®) + --------2 i,j 6x,9x; (19)

Eingesetzt in (18) liefert dies:

yjx2~V 2 \j/t (0)

'K 2(x\x'\)X
J ^ 2

3 6<A, I  ^ ( 0 )= 1 CXI
R3

X; d3x' (20)

1 3
+ ^  z

Vfr
2 i, 7= i dXidXj 

+ xfr(0).

(0) *i(* l* 'l) , 3 ------------X; Xj d X + .. .
R3

Der erste Term verschwindet aus Symmetriegründen, 
während in der zweiten Summe wegen der Winkel­
integration nur die Terme mit i= j von null verschie­
dene und jeweils gleiche Beiträge liefern:

s/ x 2- V 2fr(0) = xfr(0)

2n

für festes î (elH eine analytische Funktion von v auf 
D : = {v g <C, 0 ^  Re v < 3, v # 1} darstellt [12], nämlich 
gerade die analytische Fortsetzung der v-Funktion 
ß v [ij/] von D0 auf ganz D. Insbesondere erhält man für 
v = 2 den Ausdruck

2n2

= x

V2fr(0)—  J K2(x r') r'2dr'+ ...

—  F2 + ...)>M0). (21)

Eine Betrachtung der Terme höherer Ordnung in (19) 
führt dann auf

c [ J x 2- V 2fr(0)-xfr(0)]

= - ~ V 2fr(0 ) + c(9 
2x

(22)

was für c -*■ oo (wobei x = h ~1 m c) den nichtrelativisti­
schen Ausdruck ergibt.

Damit ist (18) als korrekte Regularisierung von (12) 
bestätigt. Nach einer Translation des Aufpunktes lau­
tet das Resultat, also (6), schließlich

- d t fr (x) = y/ x 2~V 2fr (x) 
C (23)

x2 K2(x \x -x '\)
;------ 772—  M  (*') ~"Af (*))d x' + xiJ/t (*)\x — x

R3
2 TZ2

für ij/t g (IR3) C H [13].
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In einer räumlichen Dimension geht die Argumenta­
tion analog, und man erhält

d,'M*)= / ~ «Ar (*)

= P
- x  K l (x\x — x'|) 
n |x —x'|

+ x\j/t (x)

(ij/t (x) ij/t (x)) dx'

(24)

für iA, e (R), wobei P für den Hauptwert des Inte­
grals steht.

Im Fall [15] verschwindender Ruhmasse (m = 0, ska- 
lares Luxon) hat man auf IH0 zunächst

(25)

^ A x j i t{x) = - —2 f |* - J t ' r 4<M *')dV, <A,eIH0.
ft R3

Die analytische Fortsetzung des Integrals
00 1 oc

i _ . r i _ . . . .  r i
r  «Ar M dr = J 7  ^ W ~  ̂  (0)] d r+  } {r) dr 

0 0 1 
1 _

+ ------1/>((0), 0< Re a<  1 (26)
1 — a

durch die rechte Seite in den punktierten Streifen 
[aeCC: 0<R ea<3, 1} liefert die Regularisierung 
zu (25):

J [iM*)-»M*')] d x71 |x-JT I

-  f 2|dX  ,,4 + ^ t ( * )  (27)

für \j/t e m™ (R3). Man beachte, daß die Regularisie­
rung im masselosen Fall drei Terme erfordert. (25) 
kann nicht etwa direkt aus (24) erhalten werden, in­
dem man dort den Limes x —>0 bildet. Es gilt zwar

2 7T
K2 (x r) \\i (r) dr (x-O) l i ^ ( r ) d r  (28)

im Fall \]s e IH0, andererseits

X2(xr)(^(r)-^(0)) dr

für i// e IH, so daß der Limes x -»O vor der Regularisie­
rung zu bilden ist.

III. Einfache gebundene Systeme

Die Behandlung des Eigenwertproblems im Orts­
raum, also

hc s/ x z- V 2il/(x) + U(x)iP(x) = Eil/(x) (30)

mit einem skalaren Potential U (jc) und dem Integral­
operator yjx2 — V2 wie in (23), ist eine nichttriviale 
Angelegenheit. Bereits die einfachsten eindimensiona­
len Systeme der nichtrelativistischen Quantenmecha­
nik, wie zum Beispiel der endliche Potentialtopf, sind 
im relativistischen Fall wegen der nichtlokalen Struk­
tur des Wurzeloperators sehr kompliziert. Ausnahmen 
bilden das ^-Potential, schmale Potentialtöpfe und 
das Oszillatorpotential; diese wollen wir hier noch 
kurz vorstellen.

III. a. Schmaler Kasten: U(x) = -  U0 d (a2 - x2) 
mit a<^\/x und U0> 0

Mit der Fourier-Transformierten U (k) = 
12 sin {ka)

— U0 /------------  lautet die Eigenwertgleichung im
\  A:

Impulsraum wie folgt:

(hc y/ x 2+k2-E )$(k)

= Ur
1 sin(/c'a) ~

- j , —  <A(k- k
k') dk'. (31)

Für Kästen, die viel schmaler als die Compton- 
Wellenlänge des Teilchens sind, a4 ,l\x , bleibt 
(ka)-1 sin (ka) praktisch konstant in dem Bereich, 
wo {jJ (k) wesentlich von null verschiedene Werte be­
sitzt, wie in Abb. 1 skizziert. In diesem Fall kann Ü(k) 
auf der rechten Seite von (31) vor das Integral gezogen 
werden, und man erhält für Bindungszustände 
(E<m c2 = h cx) die Gleichung

$(k) = \p(0)U0
12 sink a 1
71 k h c J x 2 + k2- E

(32)

2 7l
Nach Integration über k liefert dies die Quantisie­
rungsbedingung

<* -»0) ~ \ ( ^ ( r ) - ik ( 0 ) ) d r  (29) 1 = 2 F0
TL h C

sin (k a) dk
kL x2 + k2 — E/hc)

E :hc<x, (33)
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U H

Abb. 1. Schematische Skizze von Ü (k') für einen sehr schma­
len Kasten und von der Wellenfunktion \J/(k — k'), jeweils als 
Funktion von k'.

wobei die Fälle i/̂  (0) = 0 oder ij/ (0) = ± oo wegen der 
geforderten Normierbarkeit von iJ/(k) gemäß (32) 
ausgeschlossen sind. Wegen (33) gibt es für beliebig 
vorgegebene (/o>0, a>  0 stets mindestens einen Bin­
dungszustand. Allerdings strebt dessen Energie im 
Limes a-* 0 bei festgehaltenem „Topfvolumen" 
(j)0 = 2U0a gegen minus unendlich. Mit der reskalier- 

Ea
ten Energie e : = ----< 0 nimmt nämlich die Eigen-

h c
wertgleichung (33) im Limes a-* 0 die Gestalt

1 = 

an, also 

E =

00 dy
siny

hen J y(y — e)'

\s\hc
oo für a->0.

(34)

(35)

Da dieser Limes dem Übergang zu einem ^-Potential 
gemäß

1
U00(a' -  ~<l>o-r-0(a2 a x2) -»• -4>0ö(x) 

(a -0 )  (36)
entspricht, folgt daraus, daß das eindimensionale <5- 
Potential bei relativistischer Kinematik nicht zu 
schwach ist, um einen Zustand zu binden, sondern 
eher zu stark, worauf wir im folgenden Abschnitt nä­
her eingehen.

Übrigens ist die Gesamtzahl der gebundenen Zu­
stände, wie eine halbklassische Zählung ergibt, unge­
fähr gleich 4>0/(nhc), also durch das Topfvolumen be­
stimmt, und bleibt im Limes a -»0 beschränkt, obwohl

die Bindungsenergie des Grundzustandes nach (35) 
über alle Grenzen wächst.

III. b. Delta-Potential: U(x) = — <f>0ö(x) mit (j)o>0

Für das attraktive Delta-Potential hat die zu (33) 
analoge Eigenwertgleichung die Form

1 =
hcn

d k
x -\-k —E/hc

E /hc<x , (37)

wobei hier keine Näherungen erforderlich sind. Wegen 
der logarithmischen Divergenz des Integrals besitzt 
(37) keine Lösung £ [17]. Tatsächlich ist der Hamilton- 
Operator

H = h c x 2 + k2 — (j)05(x) (38)

nach unten nicht beschränkt, was bereits am Verhal­
ten des Grundzustandes im Kastenpotential im oben 
diskutierten Grenzübergang sichtbar wird. Unter einer 
Skalentransformation

x —► /  x , /c —> /c/A (39)

reskaliert sich ein Energieerwartungswert gemäß

<<AI
4 _______

#I<A> -*■ t ^ l ^ v W ) 2+ £2- < M (*)!'/'>•

Im Limes a-»0 erhält man

Für die normierten Wellenfunktionen 

1
7 2 k^Ä. 

findet man den Wert

e-X/2|fc/fc0|1/v v> 0

(40)

(41)

(42)

(43)
f  —b T 2 v — 1/2 F(v + 1/2) 2_ F(v + 1) 

4>0 r( . lx 
TT F (V + V j

Wählt man nun v hinreichend groß, so wird E0 nega­
tiv, was zur Folge hat, daß es eine untere Schranke des 
Hamilton-Operators tatsächlich nicht geben kann 
[18].

III. e. Relativistischer Oszillator: 
U{x) = \ f 0x2 mit / o>0

Das Oszillatorpotential hat gegenüber anderen Po­
tentialen die angenehme Eigenschaft, daß die zugehö­
rige Eigenwertgleichung im Impulsraum eine gewöhn­
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liehe Differentialgleichung Schrödingerscher Form 
abgibt:

- f o ^ - 2 + s/m 2c4 + h2c2k2-E}4<(k) = 0 (44)

mit ij/ {k) —► 0 für | k | -> oo.
Eine numerische Behandlung hiervon wurde in [3] 

in einem anderen Zusammenhang durchgeführt und 
lieferte Werte En l für n = 1,..., 5; 1=0, 1,2.

Wir behandeln den eindimensionalen Fall mit Hilfe 
der WKB-Methode und störungstheoretisch im 
schwachrelativistischen Grenzfall. Außerdem wird der 
Fall verschwindender Ruhemasse diskutiert.

In einer Dimension und in der Variablen £ := k/ 
mco0, co0 : = y/fo/m (Grundfrequenz im nichtrelativi­
stischen Limes) lautet (44) wie folgt:

1 d2 
2m d )

mit dem „Wurzelpotential"

U(0 = mc2

l z ( ö  = E x(0 (45)

1 +
h a) 20 \ k2£2 und x(£) = «AW.

Das Potential [/(£) kann im schwachrelativistischen
Limes, wo /(£) wesentlich von null verschiedene

, hco0 Y  ( h k \ 2 
Werte nur für ( ----- £ ) -  ( ----) 1 besitzt, stö-c ' )  \m c 
rungstheoretisch behandelt werden,

U (0 = m c2 + ~  (m hco0 <f)2 -
2m 8m c

1
8 m V

(m h co0 £)4 +...
c

(mho) 0C)4+ ..., (46)

mit U0 (c) als ungestörtem Potential mit den bekann­
ten Eigenwerten und Eigenfunktionen des harmoni­
schen Oszillators.

Der schwachrelativistische Oszillator entspricht 
also im Impulsraum einem nichtrelativistischen an­
harmonischen Oszillator. Gewöhnliche Störungstheo­
rie 1. Ordnung liefert für die Energieeigenwerte sofort

E(n1)=m c2 + h co0 n+
2 16 \m c2

n2 + n + -  + 0 (47)
h toc

2 J + \ \m c 2 
mit n = 0, 1, 2, ....

Um zu einer guten Näherung auch für hohe Quan­
tenzahlen und nicht nur im schwachrelativistischen 
Fall zu gelangen, behandeln wir das Problem mit der

WKB-Methode. Die Quantisierungsbedingung lautet 
hier

f° p(x)dx = nh(n + ±) (48)

mit n = 0 ,1,2,... und p(x) = c~1 ((E — jma>o x2)2 
— m2c4)1/2 als dem kinetischen Impuls des Teilchens 
im Oszillatorpotential U (x) = jmco^x2 und mit den 
klassischen Umkehrpunkten x0 =cOq m — c ).
Durch einige elementare Umformungen können wir 
das Integral in (48) als vollständiges elliptisches Inte­
gral schreiben:

J
1

E ---- mwZx2
2 0

m c
1/2

dx

= mco0c j
co

(Xq x2
1/2

dx

1 + ^0*0 
2c

i

1/2

■mcco0x2 U ( \ - y 2) ( \ - K 2y2)dy 
o

(49)

4 mc2 K1
\ J ( \ - y 2) { \- K 2y2)dy,

co0 ( \ - K 2)3'2 i 

wobei im zweiten Schritt auf y :— x /x0 transformiert
£ _ yyi

und die Abkürzung K2 = —------y < 1 eingeführt
E + mc

wurde. Bedingung (48) lautet damit

h COr
mc n + \

K'
n (1 - K  

4 K:

2\3/2 \ J { \ - y 2) { \- K 2y2)dy, (50)

[EoiV + E^K)],n (1 —K2)3'2

worin die vollständigen elliptischen Integrale 2. Gat-

tUIlg n/2
Em (K) := J cos (2 m a) — K2 sin2 a da, (51)

o
m = 0, 1,2,..., auftreten [19]. Gleichung (50) bestimmt 
das WKB-Spektrum des Oszillators in geschlossener 
Form [20],

Im schwachrelativistischen Limes (\E — mc2\<^mc2) 
können die elliptischen Integrale nach

, E — mc2 e
K2 =

E + mc2 e + 2 mc2
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entwickelt werden, mit dem Resultat

h co 
mc

n + 3 e
(52)

bis zur zweiten Ordnung in e/mc2. Eine Invertierung 
der Entwicklung liefert

e = E — mc2

— h COr n + -  -
3 / h co,
16 \m c '

n +
(53)

mit n = 0, 1, 2,... in guter Übereinstimmung mit dem 
störungstheoretischen Resultat auch für kleine Quan­
tenzahlen.

Im hochrelativistischen Limes (mc2<^\E\) gilt
- mc2 ,

K2 = 1 - 2 ----- + (9 (m ), was in (50) eingesetzt die
E

Gleichung

hco0 
mc2

n +

Tt \ 2 mc'

3/2 1
(54)

f ( l - y 2)dy[l+0(m 2)]

liefert. Mit f 0 = ma>l erhält man das Spektrum

E = [ 3 n Y * (h 2c2f oy>*
n +

J \  2/3

mit n = 0, 1 ,2 ,....

[1+0 (m4/3)]

(55)

Den masselosen Fall (m = 0) können wir auch exakt 
lösen. Die Eigenwertgleichung (44) für m = 0, also

--- — (h c \ k\ — E) ij/ (k) = 0,
J o

(56)

mit den Randbedingungen i^(/c)->0 für k->± oo be­
sitzt gerade und ungerade Lösungen der Form

f{k) =

Ai

+ Ai

2 hc 1/3

fo 

2 h 1/3

(k-E /hc)

fo
( -k - E /h c )

für k> 0, 

(57) 

für k< 0.

Diese ij/ (k) sind bei k = 0 nur dann stetig und stetig 
differenzierbar, falls die Quantisierungsbedingung

g(En) = o

mit

g(E) = Ai

(58)

Ai'

2hc
Jö~

2 hc
T T

1/3
E/hc

1/3
E/hc (59)

erfüllt ist. Bei der Zählung n = 0,1, 2,... erhält man 
dabei für große Quantenzahlen n mit Hilfe der asym­
ptotischen Form der Airy-Funktion gerade die WKB- 
Lösung (55) zurück.
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