Uber die Wurzel aus der Klein-Gordon-Gleichung
als Schrodinger-Gleichung eines relativistischen Spin-0-Teilchens

H.-J. Briegel, B.-G. Englert, M. Michaelis, und G. Siissmann

Sektion Physik, Universitit Miinchen, Garching

Z. Naturforsch. 46a, 925-932 (1991); eingegangen am 12. September 1991

Die explizite Form des nichtlokalen Operators [(m ¢)> —(# V)*]'/? als Integraloperator wird fiir

m=0 auf €* (R%) berechnet. Das Eigenwertproblem c | (m ¢)* —h? L

2

1/2
d‘\,zjl V(x)=[E=U ()] ¥ (x)

wird fiir J-artige Potentiale und fiir den Oszillator diskutiert.

On the Square-Root Klein-Gordon Equation as Schrodinger Equation for Spin 0

-

We give an explicit expression for the non-local operator [(m ¢)*—(hV)*]"/? on ¢ * (R?) for m=0.

The eigenvalue problem c | (m ¢)*> —h? %5

tials and for the oscillator.

I. Einleitung

Das Problem einer relativistischen Quantenmecha-
nik ohne negative Energien ist altbekannt. Der natiir-
lichste Kandidat fiir eine relativistische Schrodinger-
Gleichung eines spinlosen Teilchens der Masse m und
Ladung e scheint die positive Wurzel aus der Klein-
Gordon-Gleichung zu sein, also

ihgt,[/(tx)zc m?c?+ —ihV—EA(tx)zl//(tx)
ot ’ ¢ ’ ’
+ed(t,x)Y(t,x), (1)

worin @, A die elektromagnetischen Potentiale sind.
Zwar hat Sucher [1] bereits 1963 gezeigt, daBl GI. (1)
mit { als skalarem Feld mit lokalem Transformations-
verhalten /'(t',x) =y (t,x) unter eigentlichen Poin-
caré-Transformationen keine relativistisch invariante
Bedeutung besitzen kann. Dennoch hat (1) als Wellen-
gleichung fiir eine Amplitude ,: = (t,.) € L,(R3, d>x)
in jungerer Zeit im Zusammenhang mit der Berech-
nung von gebundenen Quark-Antiquark-Systemen
wieder einige Aufmerksamkeit erfahren [3—5]. Dabei
geht es vornehmlich um die Losung des Eigenwert-
problems

e /m* P —(hV)? + U ()Y (x) =E ¥ (),
[lv@Pdx=1, @
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1/2
Y (x)=[E—U (x)] ¥ (x) is discussed for o-like poten-

mit einem konfinierenden Potential U, ohne daB} da-
bei auf die Kovarianzfrage fiir die zugehorige zeitab-
hangige Schrodinger-Gleichung ndher eingegangen
wird.

In einer neueren Arbeit von Triibenbacher [6] wird
Gl. (1) im Ortsraum , € L, (R?, d*x) als eine Integral-
gleichung der Gestalt

iho, Y, (x)= [ hQ(x—x)y,(x) d*x' ©)
R3

mit nichtlokalem distributionellem Kern diskutiert
und eine Kontinuitdtsgleichung mit einer ungewohn-
ten Form fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte vorge-
schlagen. Die Kovarianzfrage wird dabei nur im freien
Fall behandelt [7].

In der vorliegenden Arbeit geben wir zunichst
einen expliziten analytischen Ausdruck fiir die rechte
Seite von (3) an. Als Beitrag zur Diskussion gebunde-
ner Zustiande mit relativistischer Kinematik behan-
deln wir (2) mit d-artigem und mit einem Oszillatorpo-
tential. Die erhaltenen Losungen diirfen jedoch, wie
alle Losungen von (2) [2—5], nur als eine Korrektur zu
den nichtrelativistischen Spektren verstanden werden.

In der folgenden zweiten Arbeit [8] zeigen wir nim-
lich, daB3 (1) auBer firr ein Skalarfeld mit lokalem
Transformationsverhalten /' (¢, x") =y (t,x) auch fir
eine Amplitude ¥, (x) € L, (R3, d*x) nicht relativistisch
invariant sein kann. Allgemeiner hei3t dies, dal3 die
kanonische Quantisierung der Hamilton-Funktion
eines spinlosen Teilchens in duBeren Maxwellfeldern
auf kovariante Weise nicht moglich ist. Dasselbe gilt
auch fiir eine verallgemeinerte minimale Einkopplung,
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bei der die Potentiale mit der Amplitude nichtlokal
wechselwirken — dhnlich wie bei der zweikomponenti-
gen Klein-Gordon-Gleichung in Foldy-Wouthuysen-
Darstellung, sofern auf den Unterraum zu positiver
Energie projiziert wird.

II. Freie Dynamik

Im Impulsraum lautet die vorliegende Bewegungs-
gleichung

ih0,, (k) k), (k), €L, (R? d%k), (4)
mit dem Dispersionsgesetz w (k) = ¢ /%> +k?*, wobei
die Konstante » = % die inverse Comptonwellen-

linge bezeichnet [10]. Durch die Fouriertransforma-
tion &k
@ =Tk e s

gelangt man in den Ortsraum L, (R3, d3x). Dort ist (4)

eine Integralgleichung mit nichtlokalem Kern, nim-
lich
iar lpz (x)=(c oV w?—r? wr) (x)

= [ /K + I, (k) ei* =
R3

)

dk
(2 n)B/Z

. dk
_ ik (x—x") ’
_j<jw(k)e l//,(x)———(zn)3/2>

=lim [ Q,(x—x)y, (x)d>x’,

B

(6)
d3x’

(2 7.'..)3‘2

d3k

k ik (x—x') )
e 2n°

|k[=u

(7)

Da das Integral in (7) fiir u — oo divergiert, kann in (6)
der Limes nicht mit der x’-Integration vertauscht wer-
den. Zur Vereinfachung der Diskussion kénnen wir
annehmen, dall , einen kompakten Trdger besitze
und beliebig oft differenzierbar sei, also , € €= (R?),
weil dieser Funktionenraum dicht in L,(R?3 d*x)
liegt.

Zunichst sei p<oo. Nach Ausfithren der Winkel-
Integration erhdlt man fiir das Integral (7) folgendes:

1 u
Q,‘(x—x’)=7(;£dk 2+ K2 ksinkr
u
19129 k
—R(- 551 212 Jdkﬁ,
r or r Or \/z2+k2
=|x—x,|’ (8)
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mit einem Randterm R (|x x'|), der nach Integra-
tion mit dem Faktor y, (x') e 6~ (R?) im Limes u — o0
verschwindet. Damit erhalten wir

11010
/,2_|72 — e e T
8 Vilx) _[(27[ rorror

u
coskr

. _COSRE Vd3x, r=|x—x].

Ldkv/zz”(z})w, Pl

Das Integral in den eckigen Klammern konvergiert
fir u—oo gegen die modifizierte Bessel-Funktion
K, (xr). Allerdings gilt diese Konvergenz nicht
gleichmédBig, sondern nur punktweise. Deshalb darf
die Limesbildung in der Regel nicht mit der x'-Inte-
gration und den Differentiationen vertauscht werden,
es sei denn, man beschriankt sich auf Funktionen
¥, (x'), welche in der Umgebung von x'=x die Form
Y, (x)=|x—x'|>W (0, @)+ ..., mit einem rein winkel-
abhdngigen Faktor W (0, @), besitzen.

Wegen der Translationsinvarianz geniigt es, den
Punkt x=0 zu betrachten. Mittels Polarkoordinaten
schreiben wir

U (x) =y, (r, 0", ¢),
U, (r):= [ ¥ (r.0,9)dcosf do.

(4 m)

= lim

©)

(10)

Wir bezeichnen den Unterraum der Funktionen, fiir
die sich die winkelintegrierten Funktionen ¥, (r) bei
kleinen r wie bei r? verhalten, mit H,:

H,:= (€67 (RY): J,()=0(?) bei r-0}.

(11)

Fir ¢, e H, 146t sich der pu-Limes in den eckigen
Klammern in (9) ausfithren, was man durch ., Uber-
wilzen* der Differentiationen auf y, mittels partieller
Integration leicht sieht. Das ergibt fiir den Integral-
kern (7) im Grenzfall beliebig groBer p im wesent-
lichen eine modifizierte Bessel-Funktion im folgenden
Sinne:

(V% =V*¥,)(0)

=2 (K, (X))
T 2n? | x| 2

Dies beschreibt eine Distribution auf IH, gemal3

Vo (x) &', Y eH,. (12)

Q,:H,> l//,!—>;ff Ky(xr),(r)dr:= Q,[y,]eC. (13)
0

Um einen Ausdruck fiir den Operator (/x> —¥? auf
ganz HH zu erhalten, muB} das Integral in (13), das fur
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v, € H\ H, divergiert, regularisiert werden. Man er-
reicht dies [11] durch analytische Fortsetzung von €,
auf ganz H. Dabei wird Q, in eine Schar Q, von
Distributionen analytisch eingebettet, die in einem be-
stimmten Parameterbereich von v auf dem gesamten
Funktionenraum IH regulir sind. Die analytische
Fortsetzung der Integrale Q,[y] mit einem festen
Y € H als Funktion von v, ausgewertet bei v=2, be-
stimmt dann die regularisierte Form von Q,.

Dazu erinnern wir zundchst daran, daf3 in dem Ver-
tikalstreifen D, := {ve C:|Rev| <1} die Identitat

e () (12
2 2 2

besteht. Fiir v e D, impliziert das die Aussage

IKV(z) (14)

a,[y]:= IKV(x P, () dr = EKV(;: P, () — 7, 0) dr

1 _ 1+v 1—v
+Z¢,(0)r< ' )r( . )

Wir schreiben dabei Q, statt Q,, da (15) auf ganz
H =%~ (IR?) definiert ist. Der mittlere Term von (15)
konvergiert nur fiir ve D, wihrend die rechte Seite
wegen ¥, (0) =0, also

U () =¥, (0) =374,/ (0) + ...,

fir festes , € H eine analytische Funktion von v auf
D:={veC,0<Rev<3,v#1} darstellt [12], ndmlich
gerade die analytische Fortsetzung der v-Funktion
Q. [¥] von D auf ganz D. Insbesondere erhélt man fiir
v =2 den Ausdruck

[ K2 Gen) 00~ 0,00 dr — - 5 0),
0 X

was eine Regularisierung der Distribution (13), also
eine analytische Ausdehnung ihres Definitionsberei-
ches auf ganz H definiert. Damit erhalten wir folgen-
den Energieoperator:

(/%> —P? lﬁ, (0)

(15)

(16)

(17)

(18)
d*x' +x%y,(0),

P v (!//, (x) —¥,(0)
R3

fiir y, € €~ (R3), was (wie gesagt) in unserem Hilbert-

Raum dicht liegt.

Zur Verifikation des nichtrelativistischen Grenzfal-
les betrachten wir Amplituden y, (x’), die sich im Be-
reich einer Compton-Wellenlinge nur schwach in-
dern. In das Integral (18) gehen dann nur die ersten
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Glieder einer Taylor-Entwicklung von y,(x’) um
x'=x =0 ein,

3 0
U =00+ T 5, 2 0)
i=1 X;

1 LR
= —0)+.... 19
+2,§1\‘x’6xax()+ (19)
Eingesetzt in (18) liefert dies:
\/ZZ—VZW
®* [ 3 0y (]x"])
—-— L0 F dox! 20
2712(,21 axi()f oz a4 @0
R3
1 2, K, (x| x'[)
0 Ixid3x
Z: Ox; 0x; )J |x’|? R
R3
+ %, (0).

Der erste Term verschwindet aus Symmetriegriinden,
wihrend in der zweiten Summe wegen der Winkel-
integration nur die Terme mit i=j von null verschie-
dene und jeweils gleiche Beitrige liefern:

\/;_—Vzl//t ) =%y, (0
2
- O T Kaenrar s
_ (x _ % pey ) 4. (0). 1)

Eine Betrachtung der Terme hoherer Ordnung in (19)
fithrt dann auf

¢ [V =V, (0) — %, (0)]

g rco(
T 2x ! )’

was fiir ¢ — oo (wobei x=#"'mc) den nichtrelativisti-
schen Ausdruck ergibt.

Damit ist (18) als korrekte Regularisierung von (12)
bestétigt. Nach einer Translation des Aufpunktes lau-
tet das Resultat, also (6), schlieBlich

(22)

i
E 6! l/’z (x) = A/ Xz_ VZ ll’r (x) (23)
a2 , — vy
=f2 = B ) o a2 e )
T [x—x'|
R3
fir Y, e 6> (R* c H[13].

dicht
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In einer rdumlichen Dimension geht die Argumenta-
tion analog, und man erhalt
d2

Lo = [
e v d,\’

¢
o«

—x K (x|x—x'|

=PJTW (W, (x') =, (x

= (g

+ %Y, (x) (24)

fur y, e €” (R), wobei P fiir den Hauptwert des Inte-
grals steht.
Im Fall [15] verschwindender Ruhmasse (m =0, ska-
lares Luxon) hat man auf H, zunichst
(25)

—_— 1
\/'—Az//,(x)z——2 f[x x| "%y, (x)d3x, Y, e H.
R?

Die analytische Fortsetzung des Integrals

oC I o0

1 1 _
L,w,m J 17, () = 7,0 1dr+f;w,mdr
0 0 1

+171—$,(0). 0<Rex<1 (26)
==L

durch die rechte Seite in den punktierten Streifen
[xe C: 0<Rex<3, 2#1} liefert die Regularisierung
zu (25):

[—ay = | @)= ')]L
N o T emdpst g & n?|x—x'|*
d3x’ 4
_Ix—:;['!>1[//'(x)m+;wl(x} (27)

fir ¥, € 67 (R®). Man beachte, da3 die Regularisie-
rung im masselosen Fall drei Terme erfordert. (25)
kann nicht etwa direkt aus (24) erhalten werden, in-
dem man dort den Limes »x — 0 bildet. Es gilt zwar

0 Qo

—%? . -1 1
Jz;Kz(zr)l//(r)drmJ l//(r (28)
0 0
im Fall € H,, andererseits

[ _ _
Jﬁ K, () (Y (r) = (0)) dr
2n
0 oxL
mitnichten *1 ]
= J AR (29)

0
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fur € H, so dall der Limes % — 0 vor der Regularisie-
rung zu bilden ist.

III. Einfache gebundene Systeme

Die Behandlung des Eigenwertproblems im Orts-
raum, also

heJw?—V2y(x =Ey(x

mit einem skalaren Potential U (x) und dem Integral-
operator /x> —V?* wie in (23), ist eine nichttriviale
Angelegenheit. Bereits die einfachsten eindimensiona-
len Systeme der nichtrelativistischen Quantenmecha-
nik, wie zum Beispiel der endliche Potentialtopf, sind
im relativistischen Fall wegen der nichtlokalen Struk-
tur des Wurzeloperators sehr kompliziert. Ausnahmen
bilden das d-Potential, schmale Potentialtopfe und
das Oszillatorpotential; diese wollen wir hier noch
kurz vorstellen.

(30)

I11. a. Schmaler Kasten: U(x) =
mit a<1/» und Uy>0

—Uy0(a®>—x?)

Mit  der U(k)=
] 2 sin(ka) . . . .
-U, P lautet die Eigenwertgleichung im

Impulsraum wie folgt:

Fourier-Transformierten

(he /#* +k*—E) (k)
1 [ sin( o ,
=Up 1// ) dk'.

Fir Kisten, die viel schmaler als die Compton-
Wellenlange des Teilchens sind, a <1/x, bleibt
(ka)~!sin(k a) praktisch konstant in dem Bereich,
wo 1 (k) wesentlich von null verschiedene Werte be-
sitzt, wie in Abb. 1 skizziert. In diesem Fall kann U (k)
auf der rechten Seite von (31) vor das Integral gezogen
werden, und man erhdlt fiir Bindungszustinde
(E<mc*=hcx) die Gleichung

. 2 sink 1
(k)= (0) Uy / S

Tk hen +k*—

(31)

(32)

Nach Integration iiber k& liefert dies die Quantisie-
rungsbedingung

%

sirs (e eyl
sin (k a) . E/hc<x,

IZ-L() J
nhe ) k( > +k*—E/hc)

(33)



H.-J. Briegel et al. - Schrodinger-Gleichung eines relativistischen Spin-0-Teilchens

ury

Blk-k)

Ok

S

x

P
=
-

I
I
|
I
|
|
|
|
|
|
|
!
I

je——— AR ——N

Abb. 1. Schematische Skizze von U (k') fiir einen sehr schma-
len Kasten und von der Wellenfunktion y (k—k’), jeweils als
Funktion von k'.

wobel die Fille ¥ (0) =0 oder ¥ (0) = + o0 wegen der
geforderten Normierbarkeit von (k) gemiB (32)
ausgeschlossen sind. Wegen (33) gibt es fiir beliebig
vorgegebene U, >0, a> 0 stets mindestens einen Bin-
dungszustand. Allerdings strebt dessen Energie im
Limes a—0 bei festgehaltenem ,, Topfvolumen*
¢o=2 U, a gegen minus unendlich. Mit der reskalier-

Ea
ten Energie ¢ := e < 0 nimmt ndmlich die Eigen-
.

wertgleichung (33) im Limes a — 0 die Gestalt

0

b, sin y
1= d s 34
hen yy(y—s) (34
0
an, also
| h
e |6|a ¢ v—0 fiir a—0. (35)

Da dieser Limes dem Ubergang zu einem §-Potential
gemal

U@ —x) =~y 5 0@ —x) > — 039
(a—0) (36)

entspricht, folgt daraus, daB das eindimensionale -
Potential bei relativistischer Kinematik nicht zu
schwach ist, um einen Zustand zu binden, sondern
eher zu stark, worauf wir im folgenden Abschnitt na-
her eingehen.

Ubrigens ist die Gesamtzahl der gebundenen Zu-
stande, wie eine halbklassische Zdhlung ergibt, unge-
fahr gleich ¢,/(nh¢), also durch das Topfvolumen be-
stimmt, und bleibt im Limes a — 0 beschriankt, obwohl

929
die Bindungsenergie des Grundzustandes nach (35)
uber alle Grenzen wéchst.

II1. b. Delta-Potential: U(x) = — ¢y (x) mit ¢y>0

Fur das attraktive Delta-Potential hat die zu (33)
analoge Eigenwertgleichung die Form

oo}

E/hc<x, (37)

b d
 hen Ov/zz+k2—E/hc’

wobei hier keine Naherungen erforderlich sind. Wegen
der logarithmischen Divergenz des Integrals besitzt
(37) keine Losung E [17]. Tatsdchlich ist der Hamilton-

Operator
A=hcy/n®+k*—¢y6(%) (38)

nach unten nicht beschrinkt, was bereits am Verhal-
ten des Grundzustandes im Kastenpotential im oben
diskutierten Grenziibergang sichtbar wird. Unter einer
Skalentransformation

k-k/A

reskaliert sich ein Energieerwartungswert gemalf

WA = % WGP +R =403 (40

(39)

X=X,

Im Limes 4— 0 erhilt man

LWIANY > IR~ 0R) W) =1Eo.  (41)
Fir die normierten Wellenfunktionen
- 1 "
U, (k) i= ————e " V21Kl = 50, (42)
2kov!
findet man den Wert
(43)
r'v+1/2 2 r 1
E0=k022v_1/2 ———(‘ + / ) [1— 74)0 e 1)]
2T \/;r rey+s)

Wihlt man nun v hinreichend gro8, so wird E, nega-
tiv, was zur Folge hat, daB es eine untere Schranke des
Hamilton-Operators tatsachlich nicht geben kann
[18].

II1. c. Relativistischer Oszillator:
U(x)=1fox* mit f,>0

Das Oszillatorpotential hat gegentiber anderen Po-
tentialen die angenehme Eigenschaft, da3 die zugeho-
rige Eigenwertgleichung im Impulsraum eine gew6hn-
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liche Differentialgleichung Schrédingerscher Form
abgibt:

{— %fo % + \//’m264+hzczk2~E}$(k) =0 (44
mit l[/(k)—*() fur k|- oc.

Eine numerische Behandlung hiervon wurde in [3]
in einem anderen Zusammenhang durchgefiithrt und
lieferte Werte E, , firn=1,...,5;1=0,1, 2.

Wir behandeln den eindimensionalen Fall mit Hilfe
der WKB-Methode und storungstheoretisch im
schwachrelativistischen Grenzfall. AuBerdem wird der
Fall verschwindender Ruhemasse diskutiert.

In einer Dimension und in der Variablen &:= k/
mawmg, 0y := +/ fo/m (Grundfrequenz im nichtrelativi-
stischen Limes) lautet (44) wie folgt:

1 d2 )
{—Md—fﬁU(é)}x(c):Ez(ﬁ) (45)

mit dem ,,Wurzelpotential®
) 5 hwo\* _, B
U)=mc 1+ e ¢* und  y (&) =y (k).

Das Potential U (¢) kann im schwachrelativistischen
Limes, wo y(&) wesentlich von null verschiedene

.. h(1)0 . = hk 2 . s
Werte nur fir €] = me <1 besitzt, sto-

c

rungstheoretisch behandelt werden,

1
U)=mc*+ 7—(mh(.')0§)2— —— Mmhw, &) +...

2 8m’ ¢

1

8 m3 ¢

=U, (&) — S mhwyd*+ ..., (46)
mit U, (¢) als ungestortem Potential mit den bekann-
ten Eigenwerten und Eigenfunktionen des harmoni-
schen Oszillators.

Der schwachrelativistische Oszillator entspricht
also im Impulsraum einem nichtrelativistischen an-
harmonischen Oszillator. Gewohnliche Storungstheo-

rie 1. Ordnung liefert fiir die Energieeigenwerte sofort

1 3 (ho
EW e 1 i o
k mce”+nwg [(II + 2) 16 <m02>
1 haog\?
'<"2+“+ ') v <<> ﬂm)
2 mc*

mit =10, 1, 2, ....
Um zu einer guten Ndherung auch fiir hohe Quan-

tenzahlen und nicht nur im schwachrelativistischen
Fall zu gelangen, behandeln wir das Problem mit der

WKB-Methode. Die Quantisierungsbedingung lautet
hier

i[op(x)dxznh(nJr%)

—Xxo

mit n=0,1,2,... und p(x)=c '(E—imwix?)?
—m?¢*)!? als dem kinetischen Impuls des Teilchens
im Oszillatorpotential U (x) =1m ®{ x* und mit den
klassischen Umkehrpunkten x, =w, ! /2 (E/m—c?).
Durch einige elementare Umformungen kénnen wir
das Integral in (48) als vollstandiges elliptisches Inte-
gral schreiben:

¥ 1 2.2 : 2 4 .
] E——z-mwox —m*¢ dx
0

- 2 12
=mwqc | |:(x(2)—x2) (1 + %5 (x%—x2)>:| dx

0

27 TLf2
o X /
1
[ +< 2 ”
1
‘mcwox3 [ /(1—y)(1-K?yHdy
0
4mc? K?2 1
Tog G-k VIO,

Wo
wobei im zweiten Schritt auf y := x/x, transformiert

E—mc? . .
Exme? <1 eingefiihrt

wurde. Bedingung (48) lautet damit

hw, . 1
n4 —
mc? 2

8 K?
7 a=KgE | VA=K Iy,

(48)

(49)

und die Abkiirzung K*=

(50)

4 .5 E,(K)+E,(K)

7'[ (1—K2)3”2[ O( )+ 1 ]9

worin die vollstindigen elliptischen Integrale 2. Gat-
tung

E,.(K):=

m

n/2
| cos(2moa)/1—K?sin* a da, (51)
0
m=0, 1, 2,..., auftreten [19]. Gleichung (50) bestimmt
das WKB-Spektrum des Oszillators in geschlossener
Form [20].

Im schwachrelativistischen Limes (|[E—mc?| < mc?)
konnen die elliptischen Integrale nach

2
, E—mc

T E+mc?

“e+2mc?
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entwickelt werden, mit dem Resultat

haog (1 ¢ (142 1)
n+ — | =— b
mc? 2 mc? 16 mc?

bis zur zweiten Ordnung in e/mc?. Eine Invertierung
der Entwicklung liefert

e=E—mc?
(53)

ol )

mit n=0, 1,2, ... in guter Ubereinstimmung mit dem
storungstheoretischen Resultat auch fiir kleine Quan-
tenzahlen.

Im hochrelativistischen Limes (mc*<|E|) gilt
2

Ki=1-22¢

+ 0 (m?), was in (50) eingesetzt die

Gleichung

haw, +1
mc? " 2

8( E 1
=2 1
7T<2mc2> g(

liefert. Mit f,=m w3 erhilt man das Spektrum

2/3 /32 42 1/3 2/3
e (2 (58 o e

(55)

—yA)dy[1+0(m?)]

mit n=0,1,2,....
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Den masselosen Fall (m = 0) konnen wir auch exakt
l6sen. Die Eigenwertgleichung (44) fiir m =0, also
—E)j (k)=

J"w)—j%whc|m (56)

0

mit den Randbedingungen (k) -0 fiir k — + oo be-
sitzt gerade und ungerade Losungen der Form

1/3
Ai|:<2h6>/ (k—E/hc):| fir k>0,
fo
(57)

2hc\3
iAi[( ) (—k—E/hc):l fiir k<O.
Jo

Diese (k) sind bei k=0 nur dann stetig und stetig
differenzierbar, falls die Quantisierungsbedingung

g(E,)=0 (58)
mit
2h 1/3
g(E)=Ai|:—< c) E/hc]
Jo
2hc\Y3
~Ai'[—( C) E/hc] (59)
Jo
erfullt ist. Bei der Zahlung n=0, 1, 2, ... erhélt man

dabei fiir groBe Quantenzahlen n mit Hilfe der asym-
ptotischen Form der Airy-Funktion gerade die WKB-
Losung (55) zuriick.

Durch die Transformation

Y, (x):= J%(P)

eip-x

d3p
(2 7,1)3,"2 (mZ +p2)1/4 N

wird H,, isomorph auf den Ortsraum L, (R?, d*x) abge-
bildet, und die von Triibenbacher in [6] angegebene
Darstellung der Lorentz-Gruppe (fir 9 = 4) ist einfach
die durch (11) induzierte Darstellung der Géneratoren (1)
auf L, (R?, d3x).
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(121 r 5 r 5 ist meromorph beziiglich ve C

¢, €H, (ii)
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und reguldr analytisch beziiglichve €C\2Z+ 1, wo also
die rechte Seite von (14) die analytische Fortsetzung der
linken Seite definiert.

Eine Alternative zu der hier vorgefithrten Regularisie-
rung besteht in der Einfiihrung eines Dampfungstermes
bei der Berechnung des Integralkernes

d*k /21 12 i kox g—eVi2+x2
Qc(x).—f(zn)“\,/z +k*e e
R3

»? d? Kl(z\/xz+52)

2n*de? /x24e?
was nach Multiplikation mit  (x) und Integration iiber
d3x im Limes ¢ — 0 freilich wieder auf (18) fiihrt. Der zu
Gleichung (18) bzw. (23) gehdrige endliche Propagator
wird auf diese Weise in [14] berechnet und die zeitliche
Ausbreitung einiger kugelsymmetrischer Wellenpakete
ausflihrlich diskutiert.
H. Stierstorfer, Diplomarbeit an der LMU Miinchen,
1983. I
Die Gleichung ic,y, (x)=c¢ \/—A Y, (x) wurde bereits
1930 von Landau und Peierls [16] diskutiert, allerdings
ohne Berechnung des Integralkernes.
L. Landau, R. Peierls, Z. f. Physik 62, 188 (1930).
Dasselbe gilt auch in d Dimensionen, wo in dem Inte-
granden von (37) noch ein MabBfaktor k¢! hinzu-
kommt. Im nichtrelativistischen Fall wird (37) entspre-
chend zu

oC

o [ K1k
° ] k*—2me

0

=const, e<0

(18]

(19]

(20]

mit einem ebenfalls divergenten Integral, auBer flr
d=1.

Das eindimensionale o-Potential bei relativistischer Ki-
nematik verhdlt sich dieser Hinsicht dhnlich dem zwei-
dimensionalen nichtrelativistischen Problem

14 p?
H= Pit P>
2m

—$o0(xy.X3) Po>0,

bei dem die kinetische und die potentielle Energie gleich
skalieren, so dall H — —.I—Z H. Mit derselben Argumenta-

/. ~
tion und derselben Funktionenfolge y/, (42) zeigt man
auch hier die Unbeschrinktheit. Da in héheren Dimen-
sionen die kinetische Energie und die potentielle Ener-
gie mit verschiedenen Potenzen von / skalieren, folgt die
Unbeschrinktheit der Hamilton-Operatoren mit at-
traktiven J-Potentialen nach unten unmittelbar, und
den einzig guten Hamilton-Operator dieser Sorte liefert
somit das eindimensionale nichtrelativistische Problem.
W. Grobner und N. Hofreiter, Integraltafel, 2. Teil, Nr.
332.51 b, Springer-Verlag, New York, 1973, S. Auflage.
E—mc
E+mc
s — 0 aus (50) der nichtrelativistische Grenz-

e
“e+2mce”
fall E—mc=ha, (n + %) [1 +0 <i>} folgt.
2 cc

)

Man priift leicht nach, daB fiir c> o0 und K =

(%!

>



